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Introduccion Teorica

Acercamiento

El calculo analitico de orbitas planetarias comienza en el siglo XVII con las aportaciones
de Kepler y Newton. Desde ese momento los fisicos comenzaron a calcular las orbitas de
los planetas. En el siglo XIX Le Verrier, un matematico francés especializado en
mecanica celeste predijo (al mismo tiempo que John Couch Adams) el movimiento del
planeta Neptuno desconociendo su existencia a partir de las matematicas y los datos
observados de los demaés planetas. Otro de los grandes ejemplos del célculo analitico de
orbitas es el problema de la 6rbita de Mercurio, el cual fue resuelto por Albert Einstein
abriendo la puerta de la relatividad y logrando asi uno de los mayores avances de la fisica
moderna. En un nivel mas bajo, propio del Bachillerato de Investigacion, se han llevado
a cabo trabajos como el de Alvaro Morales titulado “El Cielo de la Luna” en el que aplica
estos célculos matematicos para realizar una simulacion mediante realidad virtual del

movimiento de la Tierra y el Sol desde la Luna.
Introduccion acerca de la astronomia

La astronomia es la ciencia que estudia los cuerpos celestes del universo, lo que incluye
estrellas, planetas, satélites etc. La astronomia ha estado ligada al ser humano desde la
antigtiedad, siendo practicada por todas las civilizaciones, sin embargo, hasta el siglo
XVII no se empezo a desarrollar la metodologia cientifica. El tratamiento matematico de
la astronomia comienza con el desarrollo de la mecéanica celeste (Copérnico, De
Revolutionibus orbium coelestium 1543) (Johannes Kepler, Astronomia nova 1609) y las
leyes de gravitacion Newtonianas. A partir del calculo mateméatico hemos sido capaces
de predecir los movimientos de cada uno de los cuerpos estelares (Henri Poincaré 1854-
1912) y comprobar experimentalmente la veracidad de nuestros calculos. Hablo por
supuesto de la observacion astrondmica. La observacion se ha practicado usualmente
desde la tierra, aunque se ha podido practicar también desde algunos objetos enviados al
espacio como la sonda Cassini Huygens o el telescopio Hubble. En este proyecto se han
aplicado los céalculos pertinentes para analizar matematicamente los movimientos de
ciertos cuerpos estelares desde la superficie de Europa, uno de los 4 satélites galileanos

de Jupiter.



Europa:
Europa, descubierta en 1610 por el famoso astronomo Galileo Galilei es el satélite mas
pequefio de los galileanos. El satélite cuenta con las siguientes caracteristicas:

e Radio orbital perihelio: 6,71 - 108 metros

e Velocidad orbital perihelio: 1,37- 10* metros/segundo
e Masa: 4,8- 1022 kilogramos

e Periodo orbital: 3,07- 105 segundos

e Radio: 1,56- 10 metros

Pero sin duda su caracteristica méas destacable y una de las razones por las que elegi
Europa para protagonizar este proyecto, es su geologia, la cual sugiere la posibilidad de
que exista agua bajo su superficie, lo que a su vez sugiere la posibilidad de que pueda

albergar vida.

Jupiter:

Jupiter es el planeta mas grande del sistema solar y el quinto mas lejano al Sol. Se trata
de un gigante gaseoso que es observable desde la tierra siendo uno de los objetos mas
brillantes del cielo nocturno. Japiter, al igual que Saturno, es ricos en satélites naturales,
en concreto tienen 79 y 82 respectivamente. Jupiter cumple una funcién imprescindible
en el sistema solar, la de evitar la colision de asteroides desviandolos de un posible rumbo
de colisidn a la Tierra gracias a su enorme campo gravitatorio. Jupiter cuenta con las

siguientes caracteristicas:

e Radio Orbital: 7,78: 1011 metros

e Velocidad Orbital: 1,31- 4 metros/segundo
e Masa: 1,9- 27 kilogramos

e Periodo Orbital: 9,29- 108 segundos

e Radio: 6.9 10° metros



Satélites Galileanos:

Los satélites Galileanos son los 4 satélites mas grandes de Jupiter. Reciben este nombre
debido a su descubrimiento por parte de Galileo Galilei en 1610. En orden creciente son:
fo, Europa, Ganimedes y Calisto. Los 3 primeros satélites presentan la denominada
resonancia de Laplace, que quiere decir que, por cada vuelta de Ganimedes, Europa
realiza 2 y por cada vuelta de Europa, fo realiza otras 2 vueltas. Estos satélites presentan

los siguientes datos astronémicos:

e Radio orbital perihelio (io): 4,2 - 108 metros

e Velocidad Orbital perihelio (i0):1,74- 10* metros/segundo

e Masa (f0): 8,93 1022 kilogramos

e Radio orbital perihelio (Ganimedes): 1,7 - 10° metros

e Velocidad Orbital perihelio (Ganimedes):1,09- 10* metros/segundo
e Masa (Ganimedes): 1,48- 1023 kilogramos

e Radio orbital perihelio (Calisto): 1,87 - 10° metros

e Velocidad Orbital perihelio (Calisto):8,27- 103 metros/segundo

e Masa (Calisto): 1,08- 1023 kilogramos



Alturay acimut:

Para definir la posicion de un cuerpo estelar en el cielo se utilizan las coordenadas
celestes. Estos son un conjunto de valores que, dependiendo del sistema de referencia,
dan la posicion de un objeto en el cielo. Estableciendo como centro el observador, las
coordenadas reciben el nombre de altura y acimut (coordenadas horizontales). La altura
representa el angulo en el que se sitla el objeto respecto al horizonte dentro del arco que
barre desde el horizonte hasta el cénit. EI acimut representa el &ngulo en el que se sitla el

objeto respecto al norte o sur del cuerpo.

Sir Isaac Newton

Sir Isaac Newton, sin duda una de las mentes mas brillantes entre los fisicos y
matematicos, es conocido por la invencion del célculo diferencial e infinitesimal, los
primeros trabajos acerca de la luz y la dptica. A su vez Newton describe en su obra culmen
del pensamiento moderno (Philosophae Naturalis Principia Matemaética, 1687) la ley de
gravitacion universal junto con sus tres famosas leyes. Newton describi¢ la gravedad
como una fuerza y con una elegante formula explicdé uno de los fendmenos mas

importantes del universo observable. Esta ley se formula de la siguiente manera:

- mm
F=—G 11182

[1]

r2

En esta ecuacién tenemos una constante, a saber, la Constante de Gravitacién Universal
(6,67 - 10711 Nm?/Kg?). Ademas, tenemos tres variables: la masa de ambos cuerpos y la

distancia entre ambos, también conocida como radio orbital.

La segunda ley de Newton pertenece a las 3 leyes de la dinamica presentadas por él mismo
en el mismo libro. Esta ley enuncia que “El cambio de movimiento es proporcional a la
fuerza motriz externa y ocurre segun la linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se

imprime”, Se describe por la siguiente ecuacion:
F =md[2]

Siendo m la masa del cuerpo correspondiente y a’la aceleraciéon de este provocada al

aplicar la fuerza F.



Abstract

The main purpose of this project is to determine analytically the different positions of
Jupiter and the Galilean satellites in the sky of Europa from the perspective of an
observer and analyse the results. To accomplish this the project has two different parts,
the first one is the development of a spreadsheet in which those positions will be
calculated, and the analysis of the data obtained. The positions of the observed objects
will be calculated applying the pertinent physical and mathematical formulae.



Objetivo

El objetivo de este proyecto es determinar analiticamente la posicién de Jupiter y el resto
de los satélites galileanos desde la superficie de Europa. Crear graficas con los valores de
la altitud de estos cuerpos en el cielo de Europa. Reflejar numéricamente cémo la rotacion
sincrona de Europa afecta al movimiento de Japiter en su bdveda celeste. Analizar la

posibilidad de eclipses entre los satélites y Europa.

Descripcion de la metodologia:

Orbita:

A través de la hoja de célculo, aplicando las ecuaciones pertinentes se calculan cada uno
de los componentes necesarios para determinar la posicion en funcién del tiempo de la

Orbita de Europa.

El primer paso es calcular la fuerza gravitatoria (calculada a partir de la expresion [1])
que ejerce Jupiter sobre Europa. Después, a partir de la expresion [2] se despeja la
aceleracion que genera esa fuerza. Con este ultimo dato, aplicando la formula de la
velocidad para el movimiento rectilineo uniformemente acelerado, se calcula la velocidad
de Europa. Con estos dos datos sustituyendo en la férmula de la posicion para el
movimiento rectilineo uniformemente acelerado se obtiene la posicion en funcién del
tiempo del Europa.

Rotacion de un punto de la superficie:

El punto en el que se sitda el observador en Europa estd en movimiento debido a la
rotacion del satélite. Ese movimiento se describe de la forma de un movimiento circular
uniforme. Conociendo el periodo de rotacion se despeja la velocidad angular de rotacion,
con esto Ultimo aplicando la formula de la posicién para el movimiento rectilineo
uniforme, se obtiene la posicion en funcion del tiempo.

Altura del cuerpo observado:

La altitud del cuerpo observado es el angulo formado entre el vector de la superficie de
Europa y el vector resultado de la suma del vector superficie y el vector posicion de
Europa. Por ello, despejando el angulo formado entre ambos vectores se halla la posicion

del cuerpo observado



Desarrollo:

Para poder determinar la posicion de estos cuerpos se ha utilizado la hoja de calculo de

Microsoft Excel aplicando las leyes de Newton y las matematicas de las que dispongo.
Partiendo del siguiente esquema se obtiene una idea clara de todos los vectores que juegan

un papel en una érbita:

EjeY

Gréfico |: Esquema de los vectores de la 6rbita

Eje X

Como se puede observar en la imagen los vectores estan descompuestos en los 2 ejes para

facilitar la definicion de la orbita sobre el plano. En las érbitas, partiendo de los datos

orbitales (masa, radio orbital, velocidad orbital, masa del cuerpo sobre el que orbita) se

pueden obtener cada uno de los vectores que se observan en la imagen aplicando las

ecuaciones necesarias y la trigonometria.

A B C D E F G H I J K L M N
1 6,67E-11 3,07E+05

2 6,71E+08 -2,81E-01

3 1,37E+04 1,35E422

4 7,00E+01

5 4,80E+22

6 1,90E+27

7

8

9 | 000E+00 | 6,71E+08 | 6,71E+08 | 0,00E+00 | 1,37E+04 | 0,00E+00 | 1,37E+04 | 2,81E-01 | -2,81E-01 | 0,00E+00 | -1,35E+22 | -1,35E+22 | 0,00E+00 0

10| 7,00E+01 | 671E+08 | 6,71E+08 | 9,62E+05 | 1,37E+04 | -1,97E+01 | 1,37E+04 | 2,81E-01 | -2,81E-01 | -4,03E-04 | -1,356422 | -1,35E+22 | -1,94E+19 | 0,0014336
11| 1,40E+02 | 6,71E+08 | 6,71E+08 | 1,92E+06 | 1,37E:04 | -3,94E+01 | 1,37E+04 | 2,81E-01 | -2,81E-01 | -8,06E-04 | -1,356422 | -1,35E+22 | -3,87E+19 | 0,0028672
12| 2,10E+02 | 6,71F+08 | 6,71E+08 | 2,80F+06 | 1,376+04 | -591F+01 | 1,37E+04 | 2,81-01 | -2,81E-01 | -1,21E-03 | -1,35E+22 | -1,35E+22 | -581E+19 | 0,0043008
13| 2,80E+02 | 6,71F+08 | 6,71E+08 | 3,85E+06 | 1,376+04 | -7,88E+01 | 1,37E+04 | 2,81c-01 | -2,81E-01 | -1,61E-03 | -1,35E+22 | -1,35E+22 | -7,74E+19 | 0,0057344
14| 350E+02 | 6,71F+08 | 6,71E+08 | 4,81E+06 | 1,376+04 | 9,84F+01 | 1,37E+04 | 281601 | -2,816-01 | 2,026-03 | -1,35E+22 | -1,35E+22 | -9,68E+19 | 0,007168
15 420E+02 | 6,71F+08 | 6,71E+08 | 577606 | 1,376+04 | -1,186+02 | 1,376+04 | 28101 | -2,816-01 | 242603 | -1,356+422 | -1,35+22 | -1,16E+20 | 0,0086016
16 490E+02 | 6,71F+08 | 6,71E+08 | 6,73E+06 | 1,376+04 | -1,38E+02 | 1,376+04 | 281601 | -2,81E-01 | -2,826-03 | -1,356+22 | -1,356+22 | -1,35E+20 [0,01003521
17 | 560E+02 | 6,71FE+08 | 6,71E+08 | 7,69E+06 | 1,37e+04 | -1,58E+02 | 1,376+04 | 281601 | -2,81F-01 | -3,23603 | -1,356+22 | -1,356+22 | -1,55E+20 [0,01146882
18 6,30E+02 | 6,71E+08 | 6,71E+08 | 8,66E+06 | 1,376+04 | -1,77E+02 | 1,376+04 | 2816-01 | -2,81E-01 | 3,636-03 | -1,356+22 | -1,356+22 | -1,74E+20 [0,01290243
19 7,00e+02 | 6,71E+08 | 6,71E+08 | 9,62E+06 | 1,37e+04 | -1,97e+02 | 1,376+04 | 2816-01 | -2,81E-01 | 403603 | -1,356+22 | -1,356+22 | -1,94E+20 [0,01433604
20 | 7,70e+02 | 6,71E+08 | 6,71E+08 | 1,06E+07 | 1,2376+04 | 2,17E+02 | 1,376+04 | 281601 | 2,81E-01 | -444E-03 | -1,356+22 | -1,356+22 | -2,136+20 |0,01576965
21| 8.40E+02 | 6.71E+08 | 6.71E+08 | 1.156+07 | 1.376+04 | -236E+02 | 1.37e+04 | 281601 | -2.816-01 | -4846-03 | -1.356+22 | -1.356422 | -2.326420 [0.01720326

Tabla I: Hoja de calculo utilizada para la érbita de Europa

10



Fuerza
Lo primero a despejar en el método que se ha utilizado es la fuerza de la gravedad que

actta sobre el cuerpo. Para ello simplemente sustituyendo en la ecuacién de la ley de
gravitacion de Newton [1] se obtiene la fuerza que ejerce Jupiter sobre el Europa. Esta

fuerza se descompone en ambos ejes aplicando las siguientes formulas.
E, = F x Sen(a)
E, = F % Cos(a);
-BS1*BS6*BS5/(C972+D92)
Figura I: Vector Fuerza segun la expresion [1] en la hoja de calculo.
-D53*C0OS(N3)
Figura Il: Componente X de la fuerza en la hoja de calculo.

-DS3*SENO(N9)

Figura I11: Componente Y de la fuerza en la hoja de calculo.

0,00E400  1,35E422 -1,35E+22  0,00E+00
740E402  1,35E+22  -1,35E+22  -2,05E+20
1,48E+03  1,35E+22  -1,35E422  -4,09E+20
2,22E403  1,35E+22  -1,35E+22  -6,14E+20
2,96E+03  1,35E+22  -1,35E+22  -8,18E+20
3,70E403  1,35E+22  -1,35E422  -1,02E421
4,44E403  1,35E422  -1,34F+22  -1,23E+21
5,18E403  1,35E+422  -1,34F+22  -1,43E+21
5,92E403  1,35E422  -1,34F+22  -1,63E+21
6,66E+03  1,35E+22  -1,34F+22  -1,84FE+21
740E403  1,35E+22  -1,33E+22  -2,04E+421

Tabla Il: Fuerza de la gravedad en los primeros 7400 segundos de oOrbita.

11



Aceleracion
A partir de ahi, se despeja la aceleracion desde la ecuacion de la segunda ley de Newton.

Rl
Il
3
Q

K9/BS5
Figura IV: Vector Aceleracion segun la expresion [3] en la hoja de calculo.
L9/BS5

Figura V: Componente X de la aceleracidn en la hoja de célculo

M9/BSS

Figura VI: Componente Y de la aceleracion en la hoja de célculo

0,00E+00  2,81E-01 -2,81E-01 0,00E+00
TA0E+02  2,81E-01 -2,81E-01  -4,26E-03
148E+03 2,81E-01 -2,81E-01  -8,52E-03
2,22E+03  2,81E-01 -2,81E-01  -1,28E-02
2,96E+03 2,8B1E-01 -2,81E-01  -1,70E-02
3, 70eE+03 2,81E-01 -2,80E-01 -2,13E-02
4, 44E+03  2,81E-01 -2,80E-01  -2,55E-02
5 18E+03  2,81E-01 -2,80E-01  -2,98E-02
592EH03  2,81E-01 -2,73E-01 -3, 40E-02
6,00E+03 2,81E-01 -2,73E-01  -3,83E-02
TA40E+03  2,81E-01 -2,78E-01  -4,25E-02

Tabla I11: Aceleracion de Europa en los primeros 7400 segundos de érbita

12



Velocidad
El siguiente paso es calcular la velocidad. Para ello se aplica la ecuacion de la velocidad

en el movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

FI+I9*B54

Figura VII: Componente X de la Velocidad en la hoja de calculo
G9+]9*B54

Figura VIII: Componente X de la Velocidad en la hoja de calculo

0,00E+00 1,37E+04  0,00E+00  1,37E+(M
7,A0E402 1,37E+04  -2,08E+02  1,37E+04
1,48E+03 1,37E+04  -4,16E+02  1,37E+04
2,22E403 1,37E+04  -6,24E+02  1,37E+04
2,96E+03 1,37E+04  -8,32E+02  1,37E+04
3,70E403 1,37E+04  -1,04E+03  1,37E+04
A4AAE+03 1,37E+04  -1,25E403  1,37E+M
5,18E+03 1,38E+04  -1,45E403  1,37E+04
5,92E+03 1,38E+04  -1,66E+03  1,37E+04
6,66E+03 1,38E+04  -1,87E+03  1,36E+04
7,A0E+03 1,38E+04  -2,07E+03  1,36E+04

Tabla IV: Velocidad de Europa en los primeros 7400 segundos de orbita

13



Posicion
Después, partiendo de la ecuacion de la posicion en el movimiento rectilineo

uniformemente acelerado, se obtiene:
- e 1 >
R =x0+V*t+za*t2
1 2
R, =R0y+1/3,*t+§ay*t

1
Rx=R0x+V;C*t+zax*t2

CHFI*BIAH1/2)*19*B54~2
Figura IX: Componente X de la posicion en la hoja de célculo

DI+GI*BSA+{1/2)*19*BSa~2

Figura X: Componente Y de la posicion en la hoja de calculo

0,00E+00 6,71E+08 6, 71E+08 0,00E+00
1740402  6,71EH08 6, 71E+03 1,02E+07
1,48E+03 6,71EH08 6, 71E+08 2,03E+H07
2,22E403 6, 71EH08 6, 70E+03 3,05EH07
2,96E+03 6,71EH08 6, 70E+08 4,07e+07
3, 70E+03 6,71EH08 6,69E+03 5,08E+07
4 44E+03  6,71E+08 6,68E+08 6,09E+07
3, 18E+03 6,71E+08 6,67E+03 L11EH07
5,92E+03 6,71E+08 6,66E+08 8,12E+07
6,60E+03 6,71EH08 6,65E+08 9, 13E+07
7A40E+03  6,71EH08 6,63E+08 1,01E+08

Tabla V: Posicion de Europa en los primeros 7400 segundos de 6rbita

14



Angulo (o)
Para finalizar hay que calcular («), que es el angulo que forma el vector posicion (R) con
el eje horizontal. Una vez mas, aplicando la trigonometria podemos calcular este angulo

con la siguiente férmula:

Ry
Arctan(=>)

Ry
Debido a que la funcion arcotangente tiene 2 soluciones y la hoja de calculo solo devuelve
una de ellas hay que “arreglar” la ecuacion para poder obtener el resultado necesario para

definir la drbita. Para esto se utiliza la funcion de condicional de la hoja de célculo, de
forma que si ﬁx > 0 entonces la hoja de céalculo utilice la expresion anterior, sin

embargo, para R, < 0 le afladimos a la expresion anterior una fase (). Asi, se obtiene la

siguiente expresion.

( R, .
Arctan(=) si R, >0
Ry

R, L=
Arctan(==) + msi R, <0
Ry

SI{C9>0;ATAN({DY/C9);PI{)+ATAN(D9/C9))

Figura XI: Expresién de calculo de («) en la hoja de calculo.

0,00E+00 0
7,A0E+02  0,01515574
1,438E+03  0,03031322
2,22E+03  0,04547243
2,96E+03  0,06063336
3,70E+03  0,07579601
4,44E+03  0,09096036
5,18E+03  0,1061264
5,92E+03  0,12129412
6,66E+03  0,1364635
7,A0E+03  0,15163453

Tabla VI: Angulo formado entre Europa y el eje horizontal en los primeros 740 segundos

15



Posicion Europa
8,E+08

&.E+08
4 E+08
LEHDR

0,6+00

Posicidn en ¥ [m)

ra
™
&
@

4E+08
£E+08
-8£+08

-1,E+09 5 EHIE 0,E+00 5, E+08 1,E+03
Posicidn en X [m)

Gréfico I1: Posicion de Europa a lo largo de toda la 6rbita
Puntos de la superficie
Es necesario establecer en qué punto de la superficie se va a observar el cielo nocturno.
Para ello se debe tener en cuenta el movimiento de rotacion del cuerpo en el que se sitla
el observador. Aplicando las ecuaciones del movimiento circular uniforme de la siguiente

manera.
Q=@ twx*t

1,56E+06
3,07E+05
2,05E-05
2,36E+00

0,00E+00 2,36 -1,10E+06  1,10E+06
7,00E+01 2,36 -1,11E+06  1,10E+06
1,40E+02 2,36 -1,11E+06  1,10E+06
2,10E+02 2,36 -1,11E+06  1,10E+06
2,80E+02 2,36 -1,11E+06  1,10E+06
3,50E+02 2,36 -1,11E+06  1,10E+06

Tabla VII: Hoja de calculo utilizada para un punto en la superficie



Se obtiene asi el angulo ¢ con el cual aplicando trigonometria se calculan las posiciones

en los 2 ejes.

¢x = R x Cos(p)

¥y =R * Sen(¢p)

BS$1*COS(B9)

Figura XII: Expresion de la posicién de un punto de la superficie en X en la hoja de calculo

BS1*SENO(B9)

Figura XII1: Expresion de la posicion de un punto de la superficie en Y en la hoja de célculo

Rotacion de Europa

2,E+06
2,E+06
1,E+06
5,E+05
0,E+00

-5,E+05

Posicién en Y (m)

-1,E+06
-2,E+06
-2,E+06

-2,E+06 -1,E+06 0,E+00 1,E+06

Posicion en X (m)

2,E+06

Gréfico I1l: Rotacién de Europa
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0,00E+00
7 40E+02
1,48E+03
2,22E+03
2,96E+03
3,70E+03
4,44E+03
5,18E+03
5,92E+03
6,66E+03
7 40E+03

3,14
3,16
3,17
3,19
3,20
322
3,23
3,25
3,26
3,28
3,29

-1,56E+06
-1,56E+06
-1,56E+06
-1,56E+06
-1,56E+06
-1,56E+06
-1,55E+06
-1,55E+06
-1,55E+06
-1,55E+06
-1,54E+06

1,91E-10
-2,36E+04
-4,73E+04
-7,09E+04
-9, 45E+04
-1,18E+05
-1,42E+05
-1,65E+05
-1,89E+05
-2,12E+05
-2,36E+05

Tabia VIIT: Puntos de la superficie en la hoja de calculs



Altitud y acimut
En astronomia se utilizan la altitud y acimut, que son aquellas coordenadas que dependen

de la posicion del observador, para determinar la posicion de los diferentes cuerpos
celestes. Obviamente debido al movimiento del cuerpo del observador estas coordenadas
varian con el tiempo. Debido a que se trabaja sobre el plano, el acimut, que es el angulo
medido en el horizonte celeste que forman el norte y la proyeccion vertical del astro sobre
el horizonte, no es necesaria. Sin embargo, la altitud es el angulo del arco vertical que
barre desde el horizonte hasta el cénit en el que se encuentra el astro.

En el siguiente grafico puede observarse mejor:

Eje Y

Eje X

Grafico IV: Esquema del &ngulo altura

0,00E+00 6,65E+08 0,00E+00 -1,10E+06 1,10E+06 6,64E+08 1,10e+06 663759265 1560800 7,87E-01 45,0952674
7,00E+01 6,65E+08 9,70E+05 -1,11E+06 1,10E+06 6,64E+08 2,07e+06 663759301 1560800 7,87E-01 45,0967327
1,40E+02 6,65E+08 1,94E+06 -1,11E+06 1,10E+06 6,64E+08 3,04e+06 663759350 1560800 7,87E-01 45,0982981
2,10E+02 6,65E+08 2,91E+06 -1,11E+06 1,10E+06 6,64E+08 4,01E+06 663759412 1560800 7,67E-01 45,0998135
2,80E+02 6,65E+08 3,88E+06 -1,11E+06 1,10E+06 6,64E+08 4,98E+06 663759488 1560800 7,87E-01  45,101329
3,50E+02 6,65E+08 4,85E+06 -1,11E+06 1,10E+06 6,64E+08 5,95E+06 663753576 1560800 7,87E-01 45,1028446
4,20E+02 6,65E+08 5,82E+06 -1,11E+06 1,09E+06 6,64E+08 6,92E+06 663759678 1560800 7,87E-01 45,1043603
4,90E+02 6,65E+08 6, 79E+06 -1,11E+06 1,09E+06 6,64E+08 7,89e+06 663759793 1560800 7,87E-01  45,105876
5,60E+02 6,65E+08 7,76E+06 -1,12E+06 1,09E+06 6,64E+08 8,85E+06 663759921 1560800 7,87E-01 45,1073918
6,30E+02 6,65E+08 8,73E+06 -1,12E+06 1,09E+06 6,64E+08 9,82E+06 663760062 1560800 7,87E-01 45,1089076
7,00E+02 6,65E+08 9,70E+06 -1,12E+06 1,09E+06 6,64E+08 1,08E+07 663760217 1560800 7,87E-01 45,1104235
7,70E+02 6,65E+08 1,07E+07 -1,12E+06 1,09E+06 6,64E+08 1,18E+07 663760385 1560800 7,87E-01 45,1119395
8,40E+02 6,65E+08 1,16E+07 -1,12E+06 1,08E+06 6,64E+08 1,27EH07 663760566 1560800 7,87E-01 45,1134555
9,10E+02 6,65E+08 1,26E+07 -1,12E+06 1,08E+06 6,64E+08 1,37e+07 663760760 1560800 7,87E-01 45,1149715
9,80E+02 6,65E+08 1,36E+07 -1,13E+06 1,08E+06 6,64E+08 147E+07 663760967 1560800 7,87E-01 45,1164376
1,05E+03 6,65E+08 1,46E+07 -1,13E+06 1,08E+06 6,64E+08 1,56E+07 663761188 1560800 7,87E-01 45,1180038

Tabla IX: Hoja de célculo utilizada para el calculo de la altura de Jpiter
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En latabla anterior se pueden observar los vectores del grafico anterior y sus componentes

en x e y. Estos vectores son los calculados previamente tanto en la definicion de la orbita

como en los puntos de la superficie. EI vector que se debe calcular es Rs,,,, se calcula a

través de las componentes x e y del mismo vector, a saber:

_ _ -

Rsupxl = Rsupx + Ry ; Rsupx, = Rsupx + Ry;
B9+09 C9+E9

Figura X1V: Expresiones de las componentes x e y del vector R, en la hoja de célculo.

B —

Se despeja el angulo de la altitud a partir del angulo formado entre Rg,,," ¥ Ry, Una vez

mas aplicando trigonometria se obtiene la siguiente expresion:

Rsup’ " Rsup

Altitud = m — Arcos(———
I Rsup Il Rsyp/l
PI{)-ACOS((F9*D9+GI*E9)/(HI*19))

Figura XV: Férmula de la altitud de Japiter en la hoja de calculo

Eje Y

Eje Y

Gréficos V y VI: Esquema del calculo de la altura para los satélites cuya Orbita es interior (V) y exterior

(V1) con respecto a la orbita de Europa.
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Resultados y conclusiones:
En la hoja de célculo aplicando todo lo explicado en la metodologia con respecto a las

Orbitas se obtienen los diversos graficos de posiciones orbitales. En el siguiente grafico
se pueden observar las trayectorias descritas por los satélites galileanos en el tiempo que

Europa da una vuelta alrededor de Japiter:

Posicion de los satélites galileanos
— (Calisto Europa i Ganimedes
2,E+09
2,E+09
1,E+09
E
-
=
Y 5E+08
s}
X
]
o
0,E+00
-5,E+08
-1,E+09
2E+09  -1E+00  -5E:08  0,E+00 5,E+08 1E+03  2,E+09  2E+09  3E:00
Posicién en X[m)

Gréfico VII: Trayectorias descritas por los satélites galileanos durante el periodo orbital de Europa

Aunqgue no se aprecie en el grafico anterior, en ese tiempo o ha completado 2 orbitas.
Queda reflejada la resonancia de Laplace. Ademas, se aprecia como la excentricidad de

todas las orbitas es minima, de ahi el caracter circular de la elipse.
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Altitnd (%)

A partir de la metodologia utilizada aplicada a la hoja de célculo, se han obtenido las
siguientes graficas con la variacion de la altura de Jupiter a lo largo de una drbita
completa de Europa en la posicion del meridiano 135°:

AAltura de Japiter AAltura de Jupiter
30 50
20 45
70 48
47
&0
—~ 46
50 =
E a5 __...——_..-______—-____—-——_—--_____
40 =
T
o 43
20 42
10 41
0 40
0,E-+00 5,E+04 1,E+05 2,E+05 2,E+05 3,E+05 3,405 4,E+05 0,E+00 5,E+04 1,E+05 2,E+05 2,E+05 3,E+05 3,E+05
Tiempo () Tiempo (s)

Gréficos VIl y IX: Variacion en la altura de Jupiter a lo largo de la drbita situados en el meridiano 135°

Como se puede observar en la gréfica, la altura de Jupiter apenas varia a lo largo del
periodo de Europa. Esto se debe a que Europa, presenta una rotacion sincrona, lo que
indica que el periodo orbital (tiempo en completar una 6rbita) y el periodo de rotacion
(tiempo en rotar sobre su propio eje) son iguales. Esto implica que Jupiter apenas describe
un movimiento en el cielo de Europa, la pequefia variacion observada es debido al caracter
eliptico de la oOrbita. Este fendmeno se encuentra en casi todos los satélites naturales del
sistema solar, siendo el ejemplo mas cercano la Luna, que siempre se encuentra orientada
hacia la Tierra por la misma cara. En la siguiente imagen puede observarse mejor esta

pequefa variacion debido a la excentricidad de la érbita.

AAltura de To

[r-]
(==
=
= &

70,00

60,00

-1
-]
-]

Altura (%)
[ TR e TR e TR e B e TR
[ == T = TR e TR e B e TR

[X5]

[T ] -
(=T =R < TN~ N =

0,E+00 5,E+04 LE+D5 2E+05 2 E+05 3E+05 3E+05  4,E+05
Tiempo (=)

Gréfico X: Variacion en la altura de o a lo largo de la orbita situAndose en el meridiano 135°
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Altura (2)

90,00
80,00
70,00
60,00
50,00
40,00
30,00
20,00
10,00

0,00

0,E+00  5E+04  1E+05 2, E+5 2,E+05 3,E405 3,E+05 4,E+05

En el grafico anterior se puede apreciar una peculiar curva en la variacion de la altura de
fo. Esta curva se debe a la velocidad orbital de o, que al ser mas rapida hace que se cruce
en un momento dado entre Europa y Jupiter. Se puede observar como al principio io se
encuentra entre Jupiter y Europa, pero la segunda vez que en la grafica cruza los 45° es
Japiter el que se encuentra entre Europa e lo. En ese punto Europa se encontrara cerca de
la mitad de la 6rbita mientras que lo habra completado su primera vuelta. Por Gltimo, la
tercera vez que esto ocurra sera cuando Europa haya completado su primera 6rbita e o

haya completado su segunda, volviendo al estado inicial.

AAltura de A Altura de Calisto

Ganimedes

"0E00 5E+04 1E+05 2E+05 2E+05 3,E+05 3EHS

Tiempo (s) Tiempo (3)

Gréficos X1y XlI: Variaciones en las alturas de Calisto y Ganimedes a lo largo de la drbita situandose

en el meridiano 135°

Por el contrario, Europa se encuentra entre Ganimedes y Calisto. Por esta razon, no se
pueden observar desde el meridiano 135° al comenzar la érbita. Sin embargo, una vez la
oOrbita ha avanzado lo suficiente, ambos astros son visibles desde Europa. Ganimedes y
Calisto también cruzan los 45° de altura, en ese momento se encontraran ocultos detras

de Jupiter debido a que sus Orbitas son exteriores con respecto a la de Europa.

AAltura General

— | pitEr Ganimedes i Calisto

0,400 5E+04 1F«05 2E+05 2E+05 3E05 3ED5 4E405

Tiempo (s)

Gréfico XIII: Variaciones de altura de todos los cuerpos desde el meridiano 135°
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Variando la posicion del observador sobre la superficie de Europa del meridiano 135° al

meridiano 0° se obtiene la siguiente gréfica:

AAltura General

— Jupiter Ganimedes o Calisto

0,E+00 5, E+04 1,E+05 2,E+05 2, E+05 3,E+05 3,E+05 4,E+05

]

Tiempo (s)

Gréfico XIV: Variaciones de la altura de todos los cuerpos desde el meridiano 0°

En este caso, el observador se encuentra orientado en la direccion contraria a Jupiter.
Debido a esto, como muestra la gréfica, Japiter e fo no son visibles desde este meridiano.
Por el contario Ganimedes y Calisto si son observables al primer momento, aunque,
debido a que la velocidad orbital de Europa es mayor, ambos dejan de ser observables a

medida que Europa avanza en su oOrbita.

Finalmente puede concluirse que la observacion de Jupiter y los satélites galileanos desde
Europa depende del meridiano en el que el observador se sitie. En el primer caso
(meridiano 135°) se llegan a poder ver los 4 cuerpos a la vez en algin momento, sin
embargo, en el segundo caso (meridiano 0°) solo son observables io y Ganimedes, aunque
durante un corto periodo de tiempo. También puede deducirse que cuando las gréaficas de
altura se cruzan entre si el observador experimentara como uno de los dos cuerpos que

observa se oculta momentaneamente detras del otro.
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